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∞
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1
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Ca

f(ξ)(ξ − z0)n−1 dξ, n > 0
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|c−n| =

∣

∣

∣

∣
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∣

∣

∣
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∣
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∣
an−1ei(n−1)ϕ

∣

∣

∣

∣

∣aeiϕ
∣
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f(z) =
sin z
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f(z) =
1

z

∞
∑

n=0

(−1)nz2n+1

(2n+ 1)!
= 1− z2

3!
+
z4

5!
− . . .
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n � Y�V*X c−n X#VM>%B�Y�@�X X�VN@�xM>%b j� :�B%g�;A:�C � x@�Z z B)b

f(z) = −1

z
+

1

z2

B%g�;A;^V`_`@�xI>%;¸8�X*>%��a�8�X�:�b<�Z)[ é j � ;Ah%aAV*_#B%V*;?>%d�@�X � :�[*\?>�XM�T;^@�B�;§_`:�b<rÔ�X�:%[*@�[¸<%>�b
f(z)
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z0 = 0
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c−1 = −1

B
c−2 = 1 jk3;^X#:�;Mg�[�¨M© j é âf\AX*>�B�:�X#_�[*@�@%[obtX�aAX e [obtV*X#Y�Z)[ z0 vfx@�Z z B%B f(z)

b�_*>�b�;^V#acb�8�X#>%�Fy
a?X�g�V*X#�l<�[ B!V*X*>%d�Z�X V#X#�l<�[ � Z�X��c<�[ limz→z0 |f(z)| = ∞ � @�;A\M[*_#B�a?B%g�X X�V aA8�X�aAX e [a?V*:�;Mg�>%;A@�B�b�Z

z0
� jå GIH�q^n*q*LNP¥J�S�Q?LtpoG*æ

ç PAGIs?è�Go¤Mm�Ò�GoQ?LNS�æ � x�aAV*d�X�aAX e [obiV*X�Y�Z[ z0 b�_*>�b�;^V#alb!8�X*>��9a?X�g�8�X�:�b<�Z)[ m j k	[*ZZ[*Z�X�aAX e [ob!V*X�Y�Z[ z0 b�_*>�b�;^V#alb¢B�\^X*>%B�:�X�_�[#@�@�X#h � vfx@�Z z B�b f(z)
b�_#>�b�;AV#alb�[#@%[oy

>%B�V*B�Y%;^a?ZX#hi_T@�;^Z�X�V*X#:�X�h�8�:�X�Z�X*>�X#V*X�h�X#Z�:�;Ma?V*@�X�a?V*B
0 < |z − z0| < ρ j�� X#Z�:�;Ma?Voy@�X�aAV*B

z0 � 8�X X#8�:�;?<�;?>%;^@�B��~8�X#>%�9a^[N8�X#:�b<�Z[ m � g�XI� @�Xt\M[*8�B%a^[*V*d

f(z) =
∞
∑

n=−m

cn(z − z0)n = (z − z0)−m
∞
∑

n=0

c−m+n(z − z0)n = (z − z0)−mψ(z)

8�:�B�Y�;Mg¡<%>�b
ψ(z)

aA8�:%[#_#;=<%>�B�_#XN:%[#\?>%XI�T;A@�B�;
ψ(z) = c−m + c−m+1(z − z0) + c−m+2(z − z0)2 + . . .

î V*X#V!:�b<�ac��XM<�B�V#albÚ_#X�_�a?;Ah � @�;�8�:�X�Z�X*>%X�V*X#h�ö � X#Z%:�;^a?V#@�X�aAV*B 0 ≤ |z − z0| < ρ �\A@%[IY�B�V
ψ(z)

y�[*@%[*>%B�V*B%Y�;^aAZ[ob � [ � a=>%;?<�X#_�[#V*;?>�d#@�X � B�@�;^8�:�;A:%]`_#@%[*b � vfx@�Z z B)b8�:�B
0 ≤ |z − z0| < ρ j�� :�X�g�;fV*X��AX � ψ(z0) = c−m 6= 0 j%Ñ XNV#X#�l<�[

lim
z→z0

|f(z)| = lim
z→z0

|ψ(z)|
|(z − z0)m|

= ∞
Y�V*X BiV#:�; e X�_�[*>%X�aAd�<�X#Z[#\^[*V#d jå GoQALNqoLNGIu)R%GoQ?LNSæ Ð a?>%B limz→z0 |f(z)| = ∞ � V*X ∀A > 0 ∃ε � Vo[*ZX#; � Y�V*XÚ8�:�B>%� e X�g z

B�\!8�:%X#Z�X#>%X#V#X#h�X�Z�:�;^aAV*@�X�a?V*B
0 < |z − z0| < ε

_#]`8�X#>%@)b�;AV�acb5a?X�X#Voy
@�X#¦T;A@�B�; |f(z)| > A j	� X�\Ad�g�;Mg A = 1

BW\M[#vfB�Z)a?B�:�x#;Mgäa?X�X#V*_�;AV#aAV*_#x�w|T;A; ;^g�x
ε j§� ] e ;A:�;^g r = min{ρ, ε} j k�X#�l<�[�<%>�b�vfx@�Z z B�B g(z) = 1

f(z)

8�X*>�x�Y�[*;^g � Y�V*XX#@%[�[*@%[*>%B�V*B�Y%@%[¡_�8�:�X�Z�X*>%X�V*X#h(X#Z�:�;Ma?V*@%X�a?V#B
0 < |z − z0| < r

V*X�Y�Z�B
z0
B �a=>%;?<�X#_�[*V*;A>%d#@�X � z0 b�_*>�b�;^V#acb�<�>�bi@�;^;fx�aAV*:%[*@%B%g�X#h�X�a?X e X#h�V*X#Y�ZX#h j%÷ X*>%;^;�V#X#�AX �

limz→z0 g(z) = 0 � \A@�[MY�B�V g(z) g�XI� @�XN<�X#X#8%:�;=<�;A>%B�V*d _tV*X�Y�Z�; z0 @�xM>%;Mg j k	[*Z�B�gX e :�[*\AX�g � <%>�b�<�X�X#8�:�;?<�;?>�;A@�@�X�h�Vo[*Z�B�g¡X e :%[*\^X�gÚv�x�@%Z z B�B g(z) \M[*Z)>%�9Y%[*;Mg � Y�V*X

ø



a?x|r;Ma?V*_�x#;AV�VI[#Z�X#; @%[#V*x:%[o>%d�@�X#;tY�B%a?>%X
m � BW[#@%[o>�B�V*B�Y�;Ma?Z[*b�8�:%B |z − z0| < rvfx@�Z z B)b g1(z) � Y%V*X

g(z) = (z − z0)mg1(z), g1(z0) 6= 0

� aAg�8%[#:%[*�^:%[#vù¨Iú � j k3X��c<�[

f(z) =
1

g(z)
=

1

(z − z0)mg1(z)
=

φ(z)

(z − z0)m8�:�B�Y�;Mg
φ(z)

y�[#@%[o>%B%V*B�Y�;^aAZ[*b�_ |z − z0| < r
B
φ(z0) 6= 0 j � [#\?>�[#�=[*b φ(z)

_t:�b<
k3;^h)>%X#:%[ � �AV*X�g�XI� @�X ac<�;?>�[#V*d � _ a?B)>%x�[#@%[o>%B%V*B�Y�@�X�a?V*B � � 8�X*>%xY%[#;^g

φ(z) =

∞
∑

n=0

cn(z − z0)n

f(z) =
c0

(z − z0)m
+

c1

(z − z0)m−1
+ . . .+

∞
∑

n=0

cn+m(z − z0)n

Y�V*X BiV#:�; e X�_�[*>%X�aAd�<�X#Z[#\^[*V#d j� ; z ;A8�V�C � X#8�:%;=<�;A>%;A@�B)b�8�X#:�b<�Z[r8�X#>%�9a^[ � j� [*Z�a=>%;=<�x#;AVTB�\98%:�X#_�;=<�;A@%@�X#�^Xf<�X�Z[oy\^[*V#;?>%d�a?V*_�[ � _TX#Z�:�;Ma?V*@�X�a?V*B�8�X*>%��aA[ z0 8�X�:�b<�Z)[ m vfx�@%Z z B)b f(z)
8�:�;?<�a?Vo[*_#B�g§[

_t_#B<�;

f(z) =
φ(z)

(z − z0)m
8�:�B�Y�;Mg

φ(z0) 6= 0 j k3X��c<4[tvfx@�Z z B�b 1
f(z)

B%g�;A;^Vt_tV*X#Y�Z;
z0
R%ÛIJ�S

m
ì¥ãKGt£%GcE) 4¤MH�q jâfVI[#Z � 8�X�:�b<�X�Z!8%X*>%��aA[ z0 <%>�b�vfx@�Z z B�B f(z)

a?X�_#8%[o<�[*;^V�a�8�X#:�b<�Z�X�g6@�xM>%b
z0<%>�b�v�x�@%Z z B�B 1

f(z) j%� [*Zi8�X�aAY�B�Vo[*V*d 8�X#:�b<�X#Zi@�xM>%b � a^g j 8 j ¨oú j ¨ jû/[#g�;^Y%[*@�B%;#C � 8�:%[*_�;=<%>%B%_#X¢B e X*>�;A;�X e |r;A;�xV*_#;^:��N<�;^@�B�; � 8�:�;=<�>�[*�?[*;^V#acb¡<�X�Z[oy\^[*V#d aA[#g�B%g � j � x�aAV*d vfx@�Z z B)b f(z)
8�:�;?<�a?Vo[*_#B�g§[N_t_#B<�;

f(z) =
ϕ(z)

ψ(z)
8�:�B�Y�;Mg�vfx@�Z z B)b ϕ(z)

B%g�;A;AV�_�V*X�Y�Z�;
z0
@%xM>%d�8�X#:�b<�Z[

m1 � [�vfx@�Z z B�b ψ(z)B%g�;A;^V¢_¢V*X#Y�Z;
z0
@�xI>%d¢8�X#:�b<�Z[

m2 � 8�:�B%Y�;^g m2 > m1 j k�X#�l<�[ f(z)
B%g�;A;^V¢_

V*X#Y�Z;
z0
8�X*>��9af8�X#:�b<�Z[

m2 −m1 j� :�B%g�;A:�C � [#a^aAg�X�V*:�B%g�vfx@�Z z B�� f(z) = 1−ch z
z3 j^Ñ ;AV*:�xM<�@�X`8�:�X�_#;^:�B�V*d � Y�V*Xwvfx@�Z)yz B)b ϕ(z) = 1−ch z

B�g�;A;AV9_9V*X�Y�Z�;
z0 = 0

@�xM>%d98�X�:�b<�Z)[ é � [9vfx�@%Z z B)b ψ(z) = z3B%g�;A;^V � X#Y%;A_#B<�@�X � _�V*X�Y�Z�; z0 = 0
@�xM>%d�V*:�;^V*d#;^�AX�8�X�:�b<�Z)[ j k	[*Z�B%gùX e :%[#\AX�gvfx@�Z z B)b f(z)

B%g�;A;^Vt_tV*X�Y�Z�;
z0 = 0

8�X#>%�9af8�X#:�b<�Z[
3− 2 = 1 j� :�B%g�;A:�C � >�bix��T;�:%[�aAaAg�X�V*:�;A@%@�X#h�vfx@�Z z B�B

f(z) =
1√
z

ü



V*X#Y�Z)[
z0 = 0

@�;�b�_#>�b�;AV�acb!8�X#>%�9aAX�g � @�;^a^g�X#V*:�b!@%[�V*X � Y�V*X�8�:%B�>�� e X�g�_#] e X�:�;_#;AV#_#B�vfx@�Z z B�B √z 8%X*>%xY%[#;^g limz→0 f(z) = ∞ j/� [*Z¢x��T;N�AX#_�X#:�B�>%X�a?d�_#]`¦r; �VI[#Z�X#h�V*B�8¢X�a?X e ]���V*X�Y�;AZ�@�[*\A]`_�[*;AV�acbWLTGIu)H�q^Ò�mÚp*P?LtpAJ4P?R�m� �B�_�@%[*¦Tx�Z)>�[#aAaAB)yvfB�Z[ z B��Ó@%;f8�X�8%[I<4[*;AV j
���þý	��ÿr.��W�"*&)�4���	������"#��$��)��&���'��3�/�
798�:�;=<�;?>%;A@%B�;#C Ð a?>%B-�K>�[*_�@%[ob5Y%[�a?V*d�:�b<�[�Ô�X#:%[#@%[Wa z ;^@�V*:�X�gà:%[*\A>%XM�T;^@�B)b(_X�a?X e X#hNV*X#Y%Z�; z0 a?XM<�;^:�� B�V soPAQ?H�GIR�P?u)R�GoPwu)m�Q¥J�G�u#J4PAR%Gop � V*X�V#X#Y�Z)[ z0 @%[#\A]`_�[*;AV�acbQ?Û��tPAQALNp#P?R%R�GTGoQ?GIsIGIO�LNGIu)H#GIO�vfx@�Z z B%B f(z) j� :�B%g�;A:�C � x@�Z z B)b

f(z) = e
1
z

B%g�;A;^Vfa?x|r;Ma?V*_�;A@�@�X9X�a?X e x��V*X�Y�Z�x z = 0 j � ;Ah%aAV*_#B�V#;?>%d�@�X � _�aAB)>%x�V*X#�^X � Y�V*Xf:�b<<%>�b��AZ)a?8�X�@�;A@�V#]äal��XM<�B�V#albi_�Xt_�a?;^hiZ�X�g�8)>%;AZ)a?@�X�h�8)>%X�aAZ�X�a?V*B � a^g j a?VI[#@<�[*:%V*@�]`;:%[*\A>%XM�T;^@�B)bi:%[*\?<�;?>�[i¨ ü j é � � g�XM� @�X \^[*8%B%aA[*V#d

e
1
z =

0
∑

n=−∞

zn

(−n)!

� :%[*_�B)>%d#@�[obiY%[#aAV*X�8�:�;=<�aAVI[#_*>%;^@%[tV#X*>%d�Z�X�X^<�@%B%g�Y)>%;^@�X�g6a
c0 = 1 � _ V#X�_#:�;Mg�bZ[*Z��l>�[#_#@%[*b�Y%[�a?V*d�a?X^<�;A:�� B�V e ;^a?ZX#@�;^Y�@�X�;�Y�B%a=>%X Y)>%;^@�X#_ jk3;^X#:�;Mg�[�¨M© j ñ � k3;^X#:�;Mg§[ � XM��X z Z�X��AX*y � ;Ah%;A:�¦TV*:%[#a^aA[�� � Ð a=>�B z0

y a?x|r;Ma?V*_�;A@�@%X
X�a?X e [obÚV*X�Y�Z[�vfx@�Z z B�B f(z) � V*X!<�>�bW>%� e X��AX�Z�X�g�8)>%;^Za?@�X��AX¢Y�B%a?>�[ A � _�V*X�g
Y�B%a=>�;NB

A = ∞
� aAx|r;^aAV*_#x#;^V�8�X�a?>%;=<�X�_�[#V*;?>%d�@�X�a?V#d�V*X#Y%;AZ

zk → z0 � VI[*Z)[ob�Y�V*X
f(zk) → A jå GIH�q^n*q*LNP¥J�S�Q?LtpoG*æ

� GIìÀ£�P E/poí	è � a?x|r;Ma?V*_�x#;AVN8%X�a=>%;?<�X#_�[*V*;A>%d#@%X�a?V*d zn → z0 � VI[#Z[*b � Y�V#X f(zn) →
∞ j�Ð a?>%B e ]Ó�^V*X e ]�>%X�@�;TVI[*Z � V#X |f(z)| e ]�> e ]ÓX��A:%[#@�B�Y�;^@!_�@�;AZX#V*X�:�X#h�8�:�X#yZ�X*>�X#V*X�h�X�Z�:�;^aAV*@�X�a?V*B�V*X�Y�Z�B

z0 � [ 8�X�k�;AX#:%;^g�;�¨M© j ¨��AV*X e ]ÓX#\A@�[MY%[*>%X � Y�V#X z0 yx�a?V*:%[#@�B%g§[*biX�a?X e [ob�V#X#Y�Z)[ j� GIì¥poLTGcE4í	è � <%>�b�>%� e X#�AX¢ZX#@�;^Y�@�X#�^X¢Y�B%a=>�[ A B%g�;^;AV#alb�X^<�@%[¢B�\�<�_#x��W_#X#\Ayg�XM� @�X�a?V*;^h3C
�1��� _�>%� e X#h 8�:%X#Z�X#>%X#V*X�htX�Z�:�;Ma?V*@�X�a?V*B�V*X�Y�Z�B z0 B�g�;A;AV�acb�V#X#Y�Z)[ z � VI[*Z)[ob � Y�V*X

f(z) = A
�

����� a?x|r;Ma?V*_�x#;AV¢Z[#Z[*b)y V*X�8�:�X#ZX*>%X�VI[*b¡X#Z�:�;Ma?V*@�X�a?V*d
U
V*X#Y�Z%B

z0 � _�ZX#V*X�:�X#h
f(z)

@%;f8�:%B�@�B%g§[#;AVt\^@%[IY�;A@�B)b
A
�

Ð a=>%B�:�;M[o>%B�\^x#;AV#albW_�X#\^g�XI� @�X�aAV*d (a) � V#;AX#:%;^g§[�<�X#Z)[*\^[#@%[ � VI[#ZWZ)[*Z¡8�X�a?>%;=<�X�_�[*yV*;?>%d�@�X�aAV*d
zk
g�XM� @�X�8�X�a?V*:�X�B�V*d � _#\?b�_�aAX#X#V#_#;AV�a?V*_�x��9|rB)�iX#Z�:�;Ma?V*@%X�a?VMb)�iV*X�Y�Z�B

�
	�Âo±I¬K°��/¬K½¥±MÂ�=·¥µ=±I³��4®��?®=ÄIºM±IÈ��1Í��
���lÌ Í����AÏ��4¼M»?½¥½¥ºI±IÈ�¯�¬K´?·¹¯�¬K´?±Iº�É��)·¥®?¼M·¹¯�¬ÆÅ��/Â*¬¸¾o®=ºM¬K¿¹¬lÌ°I¬¸°I·¥¿¹¬Kµ=±I½¥±o¯%® 	�É ��É �4®��?®=ÄIºI±o¯T±"!0É �/·¥ÈM·¹¼M¶�´?¼o¬K½¥½¥®?¯3²MM¼I±I³I·¹¯N¼o¬KÅ=®=´=¬#�/®��?®=ÄIº^®�$¥®ÆÅ��/Â*¬¸®=M»^ÅKÌÂI±Iº^®=µ?¬K°o¬�¿¹¬ �ÆÂo·¥´0¾o®�M®cÁIµKÂI·¹°M±MÁ�¼I¬KÅ=®=´%�&�4·¥ÈI·¥¼I¶¸´A¼I¬=½¥½¹¬IÉ

'



z0 � al� B%g§[*�9|rB)��albtZ aA[�g�X�hNV*X�Y�Z�; z0 � @%[#8�:�B%g�;A: � 0 < |z−z0| < 1
n � n = 1, 2, . . .

� j
Ð a=>%B��T;f:�;M[o>%B%\Ax#;AV�acbi_�X#\^g�XI� @�X�aAV*d �(��� � 8�;^:�;Ah)<�;^g�Z�:%[#a^aAg�X#V#:�;A@�B��}vfx@�Z z B�B

g(z) =
1

f(z)−A
� ìÀLFE/P?LNS#m)è � vfx@�Z z B)b g(z) b�_*>�b�;^V#acb�[*@%[*>%B�V*B�Y%;^a?ZX#h�_��AV#X#h�8�:�X#ZX*>%X�V*X#hX#Z�:�;Ma?V*@%X�a?V#B

U j k�X#Y�Z)[ z0 @�;�b�_*>%b�;AV#albi<�>�b g(z) @�B�8�X#>%�9a?X�g � @�B�x�aAV*:%[#@�B%g�X#hX�a?X e X#hrV#X#Y�ZX#h � VI[#ZNZ[#ZN_�Z)[o�N<�X�g�B%\��AV*B��Na=>%xY%[#;A_faAx�|T;^aAV*_#X�_�[o> e ]�Z�X�@�;AY�@%]`hB)>%B e ;Ma?Z�X�@�;AY%@�]`h�8�:%;=<�;A>

lim
z→z0

f(z) = lim
z→z0

(

A+
1

g(z)

)

k�[#Z�B%g�X e :%[*\^X�g � z0 b�_*>�b�;AV�acb a?x|r;Ma?V*_�;A@�@%X#hNX�aAX e X#hTV*X#Y%Z�X#hT<%>%b g(z) j#Ñ XfV#X#�l<�[� aAg�_#]`¦r; � � B%g�;A;^V#acb 8�X�a?>%;=<�X�_�[#V*;?>%d�@�X�a?V#d zk → z0 � VI[*Z)[ob � Y�V*X g(zk) →∞ j � >�b�AV*X�hi8�X�a=>%;?<�X#_�[#V*;?>�d#@�X�a?V*B�B%g�;A;Mg

lim
k→∞

f(zk) = lim
k→∞

(

A+
1

g(zk)

)

= A

Y�V*X BiV#:�; e X�_�[*>%X�aAd�<�X#Z[#\^[*V#d jû/[I<�[IY%[%C � >�bW8�:�X�B�\A_�X*>%d�@�X#�AX
A
8�:%B<�x)g§[*V*d¢8�X�a=>%;?<�X#_�[*V*;A>%d#@�X�a?V*d

zk → 0 � VI[oyZ�x� � Y�V#X e ] e
1

zk → A jë/qAÒrP?u�qoR�m�P^æ � x�a?V#d
z0
b�_#>�b�;AV�acb�B�\^X*>%B�:%X#_�[#@�@�X�htX�aAX e X�htV*X#Y%Z�X#h�vfx�@%Z z B�B f(z) j� [�aAaAg�X�V*:�B%g�8�:%;=<�;A>

limz→z0 f(z) j â�g�;A�9V#alb�a?>%;=<�x�9|rB�;�_#X�\^g�XI�t@%X�a?V#B3C

• î V*X#Vw8%:�;=<�;A>TZ�X#@%;AY�;A@ j k3X��c<�[9g�]�g�XM�T;Mg�\M[*Z)>%�9Y�B�V*d � Y�V*X z0 y4x�a?V#:%[*@�B%g§[*bX�aAX e [*b�V#X#Y�Z)[tvfx@�Z z B�B f(z) � a^g�:%[#\=<�;A>Ú¨^© j é j
• î V*X#V�8�:�;=<�;?> e ;Ma?ZX#@�;AY%;A@ j k�X#�l<�[�g�]}g�XM�N;^g6\^[#Z)>%�wY�B%V*d � Y�V*X z0 yÆ8�X#>%�9avfx@�Z z B�B f(z) � aAg�:%[#\=<�;?>Ú¨M© j ñ j
• î V*X#�^XT8�:�;?<�;?>�[T@�;fa?x|r;Ma?V*_�x#;AV j k3X��c<�[Ng�;AV#X^<�X�g¡B%a?Z)>��wY�;A@%B)big�XI�T;^g¡Z�X�@)ya?Vo[*V*B�:%X#_�[#V*d � Y�V*X z0 y�a?x|T;^a?V#_#;A@%@�X�X�a?X e [*b(V*X#Y%Z[6vfx@�Z z B�B f(z) jFÑ [8�:%[#Z�V*B�Z�; � <�X#Z[#\^[#V*d�@�;Ma?x|r;Ma?V*_�X#_�[#@�B�;`8�:�;=<�;A>�[�@%[�8�:%[#Z�V*B�Z;9g�XI� @�X�:%[#\?y>%B�Y�@�]Fg�B�a?8%X�a?X e [#g�B � @%[*8�:%B%g�;A:3C�1��� xZ[#\^[*_!X^<�@%X!B�\�@%[#8�:%[#_*>%;^@�B�hÚ_�Z�X�g�8)>%;AZ)a?@�X�hW8)>%X�aAZ�X�a?V*B � 8�X�Z�X#V#X*y:�X�g�x

f(z)
@�;�B%g�;A;^Vt8�:�;?<�;?>�[t8�:�B

z → z0 j����� xZ[#\^[*_N<�_�[ aA8�X�aAX e [T8%:�B e >%B��T;A@�B)b z → z0 � VI[#Z�B)� � Y�V#X f(z)
8�X�@�B%g

B%g�;A;^Vt:%[#\?>%B�Y%@�]`;f8%:�;=<�;A>%] j
� ]�b�_*>%;^@�B�;^gWa?B�V#x�[ z B�h �1��� B ����� xM<�X e @�X�<�X#Z[#\A]`_�[*V*d R�qr£oE�qoH#LNm%H�P¸@%[o>�B)yY�B�;�a?x|r;Ma?V*_�;A@�@%XNX�aAX e X#h�V*X�Y�Z�B j

ú



� ;A\AxI>%dIVo[*V#]�@%[*¦TB)��B�aAa=>%;?<�X#_�[*@�B%hig�XM� @�X�a?X e :%[*V*dN_ a?>%;=<�x�9|r;Ah�VI[ e >%B z ;#C

k0B�8!X�a?X e X#h�V*X#Y�Z%B lim
z→z0

f(z) ) >�[#_#@%[*b Y%[#aAV*d :�b<�[
Ô�X�:%[*@%[

ð a?V#:%[*@�B%g§[*b X�a?X e [obV*X#Y%Z[ ∃ Z�X�@�;AY�@%]`hi8�:�;?<�;?> X�V#a?xV#aAV*_#x#;^V

� X*>%��a�8�X#:�b<�Z[
m ∞ ���*%+

∃ lim
z→z0

f(z)(z − z0)
m
� � XM<�;A:��tB%V @�; e X*>%;^; mY)>�;A@�X#_

� x|r;^aAV*_#;^@�@�X X�a?X e [obV*X#Y%Z[ Ð <�B�@�X��AX 8�:�;?<�;?>�[ 8�X_�a?;Mg @%[*8�:�[*_*>�;A@�B)b%g
@%;�aAx|r;^aAV*_#x#;^V

� XM<�;A:��tB%V e ;^aAZ�X#@%;AY)y@�X�;fY�B%a=>�XtY)>%;^@�X#_

ë/q^Ò�P?u�q*R%m�P^æ � :�B�_#;?<�;A@�@�[obiZ)>�[�aAaAB%vfB�Z[ z B)b�8�:�B%g�;A@%B%g§[ V#X*>%d�Z�X Z�B%\AX*>�B�:�X*y_�[*@%@�]Fg�X�a?X e ]Fg�V*X�Y�Z[�g j�� R�PAmn*GlJ�moE4Gop*qoR�R%GIO X�aAX e X�hiV*X�Y�Z�;r_�X#X e |r;f:�[*\?>%XI�T;?y@�B�;�_t:�b<�Ô�X#:%[#@%[T@�;^a?8%:%[*_�;=<%>%B%_#X jë/q^Ò�P?u�q*R%m�P^æ � LNGIu)H�PÚp*PALNp^J4P?R�m�  � @%[#8�:�B%g�;^: � z = 0
<%>%bävfx@�Z z B�B √z �VI[#Z)�T;T:�[*\?>�XM�T;^@�B�;T_�:�b<ÚÔ�X#:%[#@%[ @�;Ma?8�:�[*_#;?<%>%B�_�X � 8�X��AV*X�g�x�V*X�Y�Z�B�_#;^V*_*>�;A@�B)b@�;�X#V*@�X�acb�V�acbi@�B�Z�X^<�@�X�g�x�B�\�:%[�aAaAg�X�V*:�;A@%@�]���V*B�8�X�_ j
���-,3��ó�"#��$���������"*&/.Ú�¡$��"#�3������'�����.10§�)����������+5&���'	�����

÷ x^<�;MgÚa?Y%B�VI[#V*d � Y�V#X z = ∞ p*Q^PAã=¤Iq0b�_*>%b�;AV#alb X�aAX e X�hNV*X�Y�Z�X#h�vfx@�Z z B�B � ;Ma=>%Bvfx@�Z z B)bNX�8�:�;=<�;?>%;^@%[�_#Xf_#@%;A¦r@�X�a?V*Bt@�;AZ�X�V*X#:%X#�AXfZ�:�x�=[ j*� [*�t@%X � XM<�@%[*ZX � x)g�;AV*dX#8�:�;?<�;?>%B%V*dtV#B�8�X�a?X e X#h�V*X�Y�Z�B z =∞ j798�:�;=<�;?>%;A@%B�;#C k3X�Y�Z[
z = ∞ b�_#>�b�;AV�acb�mn*GlJ�m*E�Gop*qoR�R%GIO9X�aAX e X#h�V*X#Y�ZX#hNvfx@�Z z B�B

f(z) � ;^a?>%B ∃R � VI[#Z�X�; � Y�V#X f(z)
@�;�B%g�;^;AVtX�a?X e ]���V*X#Y�;^Zi8�:%B |z| > R j� >�b!X#8�:%;=<�;A>%;A@�B)b�V*B�8%[�X�aAX e X�hiV*X#Y%Z�B z = ∞ B%a?8�X#>%d#\^x#;^g�8%:�;AX e :%[*\^X#_�[*@�B�;

z = 1
ξ j�î V*X 8%:�;AX e :%[*\^X#_�[*@�B�;�8�;^:�;A_�X^<�B�VtV*X#Y�Z%x z = ∞ _

ξ = 0 j%÷ x^<�;^g�a?Y�B�Vo[*V*d �Y�V*X�V*B�8¢X�aAX e X�hiV*X�Y�Z�B¢vfx@�Z z B�B f(z) � z = ∞ a?X�_#8%[o<�[*;^V a�V*B%8�X�g6X�a?X e X#hiV#X#Y)yZ�B�vfx@�Z z B%B f( 1
ξ
)
8�:�B

ξ = 0 j k�X#�l<�[�X#Z)[*\A]`_�[*;AV�acb � Y�V*X�@%[*¦T[�Z�>�[#a^a?B%vfB�Z)[ z B)b8�:�B%g�;^@�B%g§[ B�Z�V*X�Y�Z�;
z = ∞ � afV#X#h�:%[#\A@�B z ;Ah � Y�V*X � Z[#Z�g�]ä\^@%[*;Mg � �K>�[*_�@%[ob�B8�:%[*_�B)>%d�@%[ob�Y%[#aAV*Bi:�[*\?>�XM�T;^@�B)bi8�:�B

z = ∞ g�;A@�b��wV#alb!g�;^aAVI[�g�B j
���32��	2�����ß��������
¨ j�� >�[#a^a?B%vfB z B�:�x#;^g�X�aAX e ]`;�V*X#Y%Z�B!vfx@�Z z B�B

f(z) =
1

z(z − i)2

Õ



79Y�;A_�B<�@�X � Y�V*X f(z)
[*@%[*>%B�V*B�Y%;^a?Z)[ob�_�a?�0<�x � Z�:�X�g�;�V*X�Y�;AZ z = 0

B
z = i j � x�@%Z)yz B)b g(z) = 1

f(z) = z(z − i)2
B%g�;A;^V

z = 0
@�xM>%;Mg}8%;A:�_�X#�AX�8�X#:�b<�Z[�B

z = i@�xM>%;Mgä_#V*X�:�X#�^X�8�X#:�b<�Z[ j 79V#aA�Æ<4[!a?>%;=<�x#;^V � Y�V*X z = 0
B
z = i

b�_#>�b��wV�acb�<%>�b
f(z)

£�GlJ�UFQcq^Ò�m!£�P E4p*GIãKGtm�poLNG¹E4GoãKGt£�GcE) 4¤MH�qfa?X�X#V#_#;AV�a?V*_�;A@�@�X j79V^<�;?>%d�@�X�a=>�;=<�x#;^Vf:%[#a^aAg�X�V*:�;AV#dfX�a?X e x��V*X�Y�Z�x z =∞ j k�[#ZtZ)[*Z a?x|r;Ma?V*_�x#;AV8�:�;=<�;?>

lim
z→∞

f(z) = lim
z→∞

1

z(z − i)2 = 0

V*X V*X#Y�Z)[
z =∞ b�_#>�b�;AV#alb�Û�QALFE�qoR%mÒ�GIONX�a?X e X#h�V*X�Y�Z�X�h�vfx@�Z z B%B f(z) jé j�� >�[#a^a?B%vfB z B�:�x#;^g�X�aAX e ]`;�V*X#Y%Z�B!vfx@�Z z B�B

f(z) = z sin
1

z� x@�Z z B)b f(z)
b�_#>�b�;AV#albi[#@%[o>%B%V*B�Y�;Ma?Z�X�h�_�aA�0<�x � Z�:�X�g�;fV*X#Y�Z%B z = 0 j û/[#8�B�¦T;^g<%>�b

f(z)
:%[#\?>%XI�T;A@�B�;t_i:�b< � aA8�:%[*_�;=<%>%B%_#X#;T_�Xi_�a?;^h�Z�X�g�8)>%;AZ)a?@�X�h�8�>%X�aAZ�X�aAV*B �Z�:�X�g�;�V*X�Y�Z�B

z = 0

f(z) = z sin
1

z
=

−1
∑

n=−∞

(−1)n+1z2n+2

(−2n− 1)!

79@�X � X#Y�;A_�B<�@�X � a?XM<�;A:�� B�V e ;Ma?ZX#@�;AY%@�X#;ÆY�B%a=>�X9X�V*:�B z [#V*;?>�d#@�]��raAV*;A8�;^@�;Ah z � a=>%;Ay<�X#_�[*V*;A>%d#@�X � z = 0
y9Q?Û4�NP^Q?Ltp*P?R�R%GTGoQAGMs?qA ÚLTGIu)H�q j 79VA<�;A>%d#@%Xta?>%;=<�x#;AVt:%[#a^aAg�X#V*y:�;AV*d�X�a?X e x�ÙV*X#Y%Z�x z = ∞ j	� <�;?>�[#;^g-\^[#g�;^@�x z = 1

ξ � V*X#�l<�[ f( 1
ξ
) = sin ξ

ξ j � :�B
z →∞ B%g�;^;^g

ξ → 0
B�VI[#ZiZ[#Z�a?x|T;^a?V#_#x#;AVN8�:%;=<�;?>

lim
ξ→0

sin ξ

ξ
= 1

V*X
z =∞ b�_*>�b�;^V#alb�<%>�b

f(z)
Û�QALFE�qoR%mÒ�GIONX�a?X e X#h�V*X�Y�Z�X�h jñ j�� >�[#a^a?B%vfB z B�:�x#;^g�X�aAX e ]`;�V*X#Y%Z�B!vfx@�Z z B�B

f(z) =
z

sin z� x@�Z z B)b f(z)
B%g�;A;^V!X�a?X e ;A@%@�X�a?V#B�_!V*X#Y%Z[o� � �c<�;�\^@%[#g�;^@%[*V*;A>%d!X e :%[*|N[*;AV�acb�_@�xM>%dtV j ; j zk = πk � k y z ;?>%X�; j�� :�[*\Ax��T;f\M[#g�;AV#B%g � Y%V*X�a?x|r;^aAV*_#x�;AVN8�:�;=<�;?>

lim
z→0

z

sin z
= 1

8�X#�^V*X�g�x�8�:�B
k = 0

X�aAX e [*b¡V#X#Y�Z)[ z = 0
yrx�a?V#:%[*@�B%g§[*b j � >�b�B%aAa?>%;=<�X�_�[*@%B)bX�a?Vo[o>%d�@�]���X�aAX e ]���V*X�Y�;AZ�:%[#a^aAg�X�V*:�B%g�vfx@�Z z B��

g(z) =
1

f(z)
=

sin z

z

� ]�b%aA@�B%g�8�X#:�b<�X#Zi@�xI>%;Ah zk � k 6= 0 j%� X#\^d�g�;^g�8�:�X#B%\A_#XM<�@�x�

g′(z) =

(

sin z

z

)′

=
z cos z − sin z

z2

©



� :�B
k 6= 0

B%g�;A;Mg

g′(zk) = g′(πk) =
(−1)k

πk
6= 0

a=>%;?<�X#_�[*V*;A>%d#@�X � zk = πk
8�:�B

k 6= 0
b�_#>�b��wV�acb5@%xM>�b%g�B-vfx@�Z z B%B g(z) £�P E�ìpoGoãKG¢£%GcE) 4¤MH�q j�� >%;=<�X�_�[#V*;?>%d�@�X � X#@�B¡�T;�b�_*>%b��wV#alb�8�X*>%��aA[�g�B¡8�;^:�_#X��AX¢8�X#:�b<%yZ[�vfx@�Z z B�B f(z) j � X�a=>%;?<�X#_�[*V#;?>%d�@�X�a?V*d zk @�;^X#�A:�[*@�B�Y%;A@%[ � a=>%;?<�X#_�[*V*;A>%d#@�X � _�X_#@�;^¦r@�X�a?V*B5>%� e X#�AX � a?Z�X#>%d¡x�AXM<�@�X e X*>%d�¦rX#�^XÚZ�:�x�?[¡aAX^<�;^:�� B�V#alb e ;Ma?ZX#@�;AY%@�Xg�@�X#�^XrX�a?X e ]��tV*X#Y%;AZ zk j 79V#a?�0<�[Ta?>%;=<�x�;AV � Y�V*X z = ∞ b�_#>�b�;AV#alb¢R�PAmn*GlJ�m*E�Gop*qoR�ì

R%GIOtX�a?X e X#h�V*X�Y�Z�X�h�vfx@�Z z B%B f(z) j
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